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Cours 12
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orthe vales dans RU
03

.

12 .24
go

cas général)
NPO :

Thm 6
.
5

.
1 RaQ

sort WER" un sous-esp . rectoriel
,
alors

1) FyeR , il existe we unique decomposition

y = y + z ①

avec YeW et ze Wt

2) si lon a une base orthogonale ordonne
de W

,
disons B = (W1, . . .

, Up) &

M p Wiew
alors =& XiwiY

i = 1

où Ai = y-wi ER
wi - wi

est la projection orthogonale de y sur W



ady-jewt o
déno de 2)

Posons 5=YoW
et sort z = y-y /bandement on a

y= y +z)
et verifions ge ze Wt

-

pourj = 1
,
-

,p fixé calculors

z . wj = (y-wi . wi)
⑮
= y. wj- ww

-
= y - wj

cata 2 .



Théorème de projection orthogonale 6.

5
.
2

La construction de thm 6
.
5

.1 donne
we transformation lindre

proju : R" ->R

Y ↳ proju(y) =Y
qui
1) ne dépend pas de la base Orthog .

Liste deW

2) Im <projw) =w
3) Ker (projw) = Wa

Ainsi par le TdR appligé a proje :

dim (Ker(projw)) + dr (Im(Projul) = r
~m -

Wa w

= dim (Wt) = n-dim (W) .



·rale 6
.
5 .3

aus West "grand", plus Wed est "petity

E : W = So] WE = RY

W = IR wt = (0)

Ferice : UcWCV ser de V

alors wo aut /
En plus proje proju = proju
et VyEW on a projuly)= y
donc En= W = espace propre pour 4 =1

Eo = Wt= 11 Il Il 10



E :

w = (5) we = (2)
y = (2)

W =Vectgw ,wa] mer projyly)=

-so Remarque : ce Y
est le restaur deW

qui est le plan
proche de y.

w

: w,wz = 0 widW, orthogonax
/

mas IWill #1 IWell

The = y = y +z avec
6.5.1

calculs
= W)W
E+w



- l) :
De plu

z= y - y = (2) - (5)= +

et surtant

Ilz11 = Ily- /1 = distance de y a W
2x= nive Ily-wll
.WEW

En effet on a le

Thm de la meilleure approximation quadratige
6 .5 .5

soit WER S
.

E .
V
, yetR ef

y = projwly) · Alors , WEW acc way
on a lly-y1) < Dy-wll

Male : i = projuly) est le vecteur deWle plus
proche de y



Corollaire 6
.

5 .
6 WER" wieR

Si (W1 ,
. . -

> up) est une base orthopornée dl

alors y =proj(y) y . wi) wi
i = 1

y =(y+w1)w- + ... + (y -Wp)wp
~ E

De plus , soit U = (wi... imp)
nxp

lon a vu ge UTU Facteurs
c : orthnories
=

alors i = /UUT]y
-

cad proju : R -> R

y + /UT)y
Fin 6

.
5 .
6

.

[justification sur demande)



Ex 6
.

5 .7 :

U =( Wereatym ,w)(ex
-w

wi Wa

(w ,wa] est une bon ordonnée de W

et donc UTV =(% )
mais # U n'est pas we matie orthogonale

(car U n'est pas carre)
calculors UUT=

=(
en prenant y = (E) calalors projn
5 = projuly) = UUTy=()

.



Seal problème : le the de proj-orthog
dépend de l'existence
---

dlunebat Enthgonale deW

But: Construire une base orthogonde de W
(=(0)

56 .6 Procédé d'orthogonalisation
de Grann-Schmidt

(Important)
Thm 6.6 .

1 (Orthogonalisation)
à la G-S)

Sat WER" S
.
E . V ac WES03.

et soit (4
," ap) une base ordente deW

On difinit wenouvelle famille ordonnie

por récurrence (thie) :
dit

Vi =x, projy(x e
-

~deto JEX2-proj(22



de sorte que v,
1 vz

dif

Vi= xz- -
(de sorte ge VigLVz et Vzdv, )

etc

Up =xp-( - ... -
Alors (Nj --,Up] est we base orthogonale

de W
2t par construction

Vecte ...jak] = Vest ung- >Th]

Vkp Fin GS
.
6 .
1

Cor .
6

.
6

.2 :

-

Tout sev WEIR" (ron-nul]
posside we base orthonormale
-

[il suffit de prendre Ui = -dessus



ex 6 .
6

.

3

([x= (p)(= (p) +
We Veatop,, 3 diW =- .

Trouver we base orthogonale deWi

1) v = x = ( !) w
-
= VeatyV]

2) vz= xz-proje
,
(32)

=x- V
= (i) - =(i) =+ (i) =E

2) facultatif : remplacer vz par 1V2
Lance 140) pour simplifier les calals

-= 4 et on prod v2 = 402 = [



vide,
3) W

2 =Vect(V,,V2] =Vect(r,Vz)

et soit
=Vect(x1 ,*2)

Vz = xz - proj(

=-( -
~t %

ve= (p)-[) , )- (i)=(
v = 353 = (

Ainsi we base orthog . de W=Vect(x ,+2,+3)-

3 ((i) , (i) , 1) ·



Base orthorona de W

(in = (l),
Fin ex 6.6 .3
-

The Proj . Orthogonde

⑭schmidt
= décomposition QR

↓↓ mandres
regression carrés

l'iréale.

Théorème 6
.

6
. 4 Factorisation QR)

soit At Mman (R) telle que
les colonies de A soient linédrement

indépendentes (dans). Alors il existe

& E Mman (IR]

REMnxn(R) (care) tg A=QR



a a des colonies qui formant
une base orthronte de Im(A)

et ta ⑪I
R triangulaire superieire

inversible ②
Là ceffidats diagonau

strictement positifs)
idée de dino/processus :

A= (a,) .... (an)
men

ai = iee clone
deA

aifim

Lay s --- , an) ein indip . dans 1 par hyp.
(ils foret donc we base de Im(A))

Co (A)

GS appliqua W=Im (A) = Col(A)

et (a
,,

. - >an)



=> il existe bon de Im(A)

(Un , .. yUn)

et telle ge Vest: un) =Vecthan,am)
Xh[h

.

posons& = (4) -- (un)nexn
par construction Q rific 1)

et donc QTQ = Im
ensuite on pose R = QTA .

et on a blen A = DR .
et R triaguble

Fin de Vide:
-



TrouverEx66.5 :
=(

443

A=QR

Ta aez QQ=In

recettedess
ceet ett trange

↓ 2
O

q= 46 (
superten

-56

Kar Wo 14x3

u un uz

recette

Ra=
edacalculs

Fin exemple .



Utilité QR : si lon a A=PR

E.
6
.6 comme ci-dessus

dors

résoudre Ax = b

revient à résoudre QRec =b

posons Ra = y
· Alors R inversible

PRx= b W
Rx = y

↓ =Ry
E & ol
ay=by y =a b

QTQ=In

Fin ex 6 .6.
6
.


